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Задача оцінки напружено-деформованого 
стану (НДС) магістральних трубопроводів, які  
тривалий час експлуатувались в складних гео-
кліматичних умовах, є актуальною науково-
технічною проблемою, вирішення її передбачає 
урахування особливостей геометричної конфі-
гурації осі трубопроводу в числі інших чинни-
ків силового впливу на трубопровід [1], її зміну 
в процесі експлуатації трубопроводу, що є ре-
зультатом дії на трубопровід сил і моментів 
різної природи, кількісні характеристики і зони 
дії яких невідомі. Існують методики розрахунку 
як прямолінійних [2,3], так і криволінійних ді-
лянок трубопроводу [4]. У той же час, за дани-
ми організацій, що займаються експлуатацією  
магістральних трубопроводів (Долинське ліній-
не виробниче управління магістральних трубо-
проводів (ЛВУМГ), Богородчанське ЛВУМГ),  
одним з визначальних чинників при оцінці 
НДС трубопроводів є силова взаємодія прямо-
лінійних і криволінійних, а зокрема – тороподі-
бних ділянок, особливо в зоні їх сполучення, 
оскільки взаємний вплив цих ділянок одна на 
одну обумовлює виникнення додаткових сил і 
моментів, що діють на такі ділянки. Крім того, 
криволінійні (тороподібні) труби мають зниже-
ну жорсткість на вигині, що обумовлює необ-
хідність детальнішого дослідження як самих 
тороподібних труб, так і зон їх сполучення з 
прямолінійними ділянками або ділянками з ве-
ликими ( 900 ,Тp ТpR D D  – діаметр труби) раді-
усами кривини. Вихідною інформацією при 
проведенні такого роду досліджень служить 
величина переміщень деякої множини точок на 
поверхні трубопроводу. 
Розглянемо тороподібну ділянку трубо-
проводу в зоні його сполучення з прямоліній-
ним. Розрахунки проводяться за методикою, 
описано. в роботах [5, 6]. Недеформований по-
чатковий стан тороподібної ділянки описується 
шляхом завдання радіус-вектора 0r

 довільної 
точки ділянки в тороїдальній системі коорди-
нат: 
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де: , ,r    – тороїдальні координати; 1 2;R R  – 
внутрішній і зовнішній радіуси трубопроводу; 
0 1;   – кордони торовидної ділянки по куту 
0( 0)  ; 0R  – радіус кривизни ділянки, яка для 
тороподібної ділянки приймається постійною. 
Після деформації ділянки трубопроводу радіус-
вектор r

 довільної його точки може бути запи-
саний у вигляді: 
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де: 1R  – змінений радіус кривизни ділянки 
( , , )r    – функція, яка характеризує зміни 
конфігурації перерізу ділянки. 
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Рассмотрены модели процесса деформирования торообразного участка трубопровода с учетом дан-
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The deformation process model for the torus-shaped pipeline section is considered taking to account the sur-
face points displacements data. The approximation procedure and Hermitte polynoms technique is used. The differ-
ent kinds of displacements data definition are analyzed: throughout the section and in boundary points. The testing 
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Якщо виміри переміщень проводяться в N  
точках, при цьому  N  – достатньо велике чис-
ло (при 0R 10м; 2R  0,71м 12N  ), то за-
вдання визначення 1R  у (2) зводиться до знахо-
дження екстремуму функцій трьох змінних 
0 0 1( ; ; )f x z R : 
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де: ; ;i i ix y z    – відомі координати точок; , ,A B C  
– відомі величини, що визначаються координа-
тами контрольних крапок. Приймається при-
пущення про те, що після деформації форма 
ділянки мало відрізняється від форми тора, але 
перерізи ділянки деформуються, приймаючи 
конфігурацію еліпса. При цьому залежності (2) 
набувають вигляду: 
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де функція ( )K   характеризує еліптичність 
перерізу і задовольняє умовам постійності об'-
єму ділянки до і після деформації, а також пев-
ним граничним умовам завдання, які встанов-
люють незмінність форми перерізів в гранич-
них точках і максимальну її зміну на середині 
ділянки: 
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де: *10;    – відрізок зміни кута тороподібно-
сті ділянки; 1K  – параметр задачі. Можливі і 
інші способи задання ( )K  : 
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Використовуючи формули (1) і (4), можна 
визначити за стандартними залежностями [7] 
компоненти  локальних базисів 0;i i 
 
; метрич-
них тензорів 0ijg  і ijg ; компоненти тензорів де-
формацій і напружень  ij  і ij (з використан-
ням моделі пружно-деформованого ізотропного 
або анізотропного тіла). Підставляючи отримані 
компоненти ij  тензора напружень в рівняння 
рівноваги в тороїдальній системі координат [7]: 
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отримаємо нев'язки цих рівнянь 1( )i K , мінімі-
зуючи величину 
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знаходимо )(minarg 1
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KRK
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 , після чого 
знайдене значення 1K  підставляємо в (4) і зна-
ходимо значення *ij , які мінімізують нев'язки 
рівнянь рівноваги. 
У тому випадку, коли за методикою [5, 6] 
здійснюється оцінка НДС прямолінійних діля-
нок або ділянок з великим радіусом кривини, а 
вимірювання переміщень на тороподібній діля-
нці проводяться лише в граничних точках діля-
нки, пропонується наступний підхід до оцінки 
НДС тороподібної ділянки: 
Передбачаючи, що до деформації вісь то-
роподібної ділянки має форму кола, для радіус-
вектора r

 точки ділянки в початковий і конт-
рольний моменти часу можна записати [5]: 
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де 1 2 1 2;  0 2 ; ;  ( )x x x R r R y x        – 
функція, що описує конфігурацію осі до і після 
деформації:   
до деформації: 
2 2( ) ,y x R x                       (10) 
де R  – радіус кривизни осі тороподібної  ді-
лянки;   
після деформації: 
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де 3 ( )H x  – многочлен Ерміта, побудований за 
умовами сполучення прямолінійної і тороподі-
бної  ділянок: 
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де: ( ; ), 1,2i ix y i   – координати точок сполу-
чення; , 1,2iy i   – тангенси кутів нахилу пря-
молінійних ділянок до горизонтальної осі. 
Отриманий таким чином многочлен Ерміта є 
многочленом третього степеня. Використовую-
чи залежності (9)–(11) визначаються компонен-
ти тензора напружень ij  з врахуванням по-
дання для функції ( , , )x r  :  до деформації: 
( , , ) ,x r r                              (13)  
– після деформації: 
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де величина 2K  знаходиться чисельними мето-
дами шляхом вирішення рівняння: 
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при цьому параметри m  і y  які описують від-
повідно коефіцієнт пропорційності між еліпти-
чністю перерізу і кривиною осі, що деформу-
ється, і відносне видовження зовнішнього кон-
туру перерізу, є параметрами оптимізації задачі 
визначення таких значень  *ij , при яких мінімі-
зуються нев'язки рівнянь рівноваги. 
Запропоновані математичні моделі реалі-
зовані у вигляді комплексу програм, по яких 
проведені тестові розрахунки для модельних і 
діючих ділянок (рис. 1). Вони дають змогу зро-
бити наступні висновки: 
1. При використанні N  вузлових точок на 
поверхні тороподібної  ділянки значення на-
пружень, отримані розрахунковим шляхом, з 
похибкою 10 – 12% збігаються з експеримента-
льно визначеними значеннями напружень при 
N =10-12 для магістрального трубопроводу з 
параметрами 0 20 40R   м; 2 0,71R  м, а для 
технологічного трубопроводу – при  N =4-6 
при  0 1 3R    м; 2 0,15R   м. 
2. Встановлено, що при малих радіусах 
кривини осі погрішність методу, заснованого 
на використанні многочленів Ерміта, зростає 
при фіксованому значенні діаметру трубопро-
воду значно швидше, ніж у тому випадку, коли 
переміщення задаються рівномірно вздовж осі 
тороподібної ділянки. 
3. При розрахунку НДС за значеннями 
геометричних характеристик трубопроводу в 
граничних точках тороподібної  ділянки з ви-
користанням техніки многочленів Ерміта осно-
вною проблемою є похибка при апроксимації 
функції вигляду (10) многочленом Ерміта. 
Вплив цієї похибки зменшується шляхом реалі-
зації наступного алгоритму: використовуючи в 
(12) як координати ,i ix y  і iy  значення, отри-
мані за формулою (10), будуються поля напру-
ги ij
  шляхом реалізації описаного алгоритму. 
Таким чином, за значеннями *ij  і ij
  визнача-
ється напруга: 
* ,ij ij ij  
                         (17) 
у яких враховується похибка апроксимації фу-
нкції вигляду 2 2y R x   многочленом Ермі-
та. Набутих значень  ij
  з погрішністю до 15% 
збігаються з результатами розрахунків тестово-
го завдання про напружений стан тороподібної  
ділянки під дією внутрішнього тиску [1], що 
свідчить про можливість використання вказа-
них методик для розрахунку НДС тороподібних 
ділянок трубопроводів і зон їх сполучення з 
прямолінійними. 
 
 
Рисунок 1 – Вікно виводу результатів розрахунку 
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